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Rozkfad Gaussa (normalny), N (u, o)
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Rozktad Gaussa

o f(z) = f(—z) oraz f(z) > 0 dla —oo < z < +00.
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Rozktad Gaussa

o f(z) = f(—z) oraz f(z) > 0 dla —oo < z < +00.
e Mozna ustandaryzowaé: x — “=£; mamy wtedy! N(0, 1), ktérego
PDF, f(z;0,1), ozn. jako ¢(z) — to jego wartosci sa stablicowane.

YPor. wyktad 2, slajd 6.
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Rozktad Gaussa

o f(z) = f(—z) oraz f(z) > 0 dla —oo < z < +00.

e Mozna ustandaryzowaé: x — “=£; mamy wtedy! N(0, 1), ktérego
PDF, f(z;0,1), ozn. jako ¢(z) — to jego wartosci sa stablicowane.

® ¢(x) unormowany, zatem f(z;p,0) = 1o (“=£) — tez unormowany:

“+00

/ 1 ( 332) dr =1
——exp | —— =
Vo P 2

YPor. wyktad 2, slajd 6.
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Rozktad Gaussa

o f(x)= f(—x) oraz f(x )>0dla —00 < & < +00.

e Mozna ustandaryzowaé: x — “=£; mamy wtedy! N(0, 1), ktérego
PDF, f(z;0,1), ozn. jako ¢(z ) — to jego wartosci s3 stablicowane.

® ¢(x) unormowany, zatem f(z;p,0) = 1o (“=£) — tez unormowany:

+oo
/ = <$2>d 1
——exp|—— |dz =
V2 P 2
—0o0
@ Dystrybuanta

o(z) = /zgo(t)d ;[1+erf<\%)]

—00

gdzie erf(z) f/exp (—t*) dt to tzw. funkcja btedu.

YPor. wyktad 2, slajd 6.
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Rozktad Gaussa

Przyktad: niech wzrost mezczyzny? ma rozktad A/(180,8). Wtedy
prawdopodobienstwo

X — 180 _ 190 — 180
P(X>190):P[<Y: >>

= 1.25}

Z tablic dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego odczytujemy
(historycznie) lub liczymy numerycznie na komputerze (obecnie), ze

P(Y >1.25) =1 — ®(1.25) = 0.105

czyli jest 10.5% szans by znalezé mezczyzne o wzroscie powyzej 190 cm.

2Wozrost kobiet i mezczyzn osobno jest dobrze opisany rozktadami Gaussa o réznych
parametrach. Wzrost cztowieka bedzie zatem tzw. rozktadem mieszanym (mixture
distribution), tj. unormowana suma tych dwéch rozktadéw normalnych (zob. slajd 16).
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Zadanie 5

Przecatkowa¢ numerycznie PDF (réwnowaznie: skorzystac z
odpowiadajacych wartosci dystrybuanty; wskazowka: scipy.stats.norm)
zeby wyznaczy¢ , poziomy sigma”, tj. jakie jest prawdopodobienstwo

P (|X — u| < ko) znalezienia zmiennej normalnej (ustandaryzowanej)

w przedziatach [pu — ko, u + ko] dla k € {1,2,3,4,5}.

Jakim poziomom sigma odpowiadaja prawdopodobienstwa 90%, 95%

i 99%7?

PDF

5 S T N D
p-30 p-20 p-1o0 p p+lo p+20 p+3o0
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.norm.html

Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Srednia n niezaleznych zmiennych losowych X; (dla uproszczenia niech

najpierw X; beda iid, tj. u; = pu < 00 oraz 02 = 02 < 0)

zmierza do rozktadu normalnego gdy n jest dostatecznie duze.
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Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Srednia n niezaleznych zmiennych losowych X (dla uproszczenia niech

najpierw X; beda iid, tj. j1; = pu < 0o oraz 07 = 0% < x0)

zmierza do rozktadu normalnego gdy n jest dostatecznie duze.
Dokfadniej: zmienna ustandaryzowana

X, -
o/vn

NN(O 1) gdy n— oo

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 3/5



Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Srednia n niezaleznych zmiennych losowych X (dla uproszczenia niech
najpierw X; beda iid, tj. j1; = pu < 0o oraz 07 = 0% < x0)

zmierza do rozktadu normalnego gdy n jest dostatecznie duze.
Dokfadniej: zmienna ustandaryzowana

X, -
o/vn

NN(O 1) gdy n— oo

czyli
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Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Srednia n niezaleznych zmiennych losowych X (dla uproszczenia niech

najpierw X; beda iid, tj. j1; = pu < 0o oraz 07 = 0% < x0)

zmierza do rozktadu normalnego gdy n jest dostatecznie duze.
Dokfadniej: zmienna ustandaryzowana

X, -
o/vn

~N(O 1) gdy n— oo

czyli

an/\/'(u,;ﬁ> gdy n — oo

0.2

zatem Var(X,,) = —
n
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Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Jest to niezwykle uzyteczne np. przy wyznaczaniu niepewnosci (przedziatéw
ufnosci —- zob. wykt. 4) dla Sredniej wartosci pewnej wielkosci na
podstawie prébki obserwacji pewnej populacji — bez wzgledu na to jaki
rozktad ma populacja (jednostajny, wielomodalny, jakikolwiek inny) $rednia
bedzie miata rozktad Gaussa, za$ jej niepewnos¢ to AX =

NG
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Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Jest to niezwykle uzyteczne np. przy wyznaczaniu niepewnosci (przedziatéw
ufnosci —- zob. wykt. 4) dla Sredniej wartosci pewnej wielkosci na
podstawie prébki obserwacji pewnej populacji — bez wzgledu na to jaki
rozktad ma populacja (jednostajny, wielomodalny, jakikolwiek inny) $rednia
bedzie miata rozktad Gaussa, za$ jej niepewnos¢ to AX = 7

NG

Z prawa propagacji btedu:
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Centralne twierdzenie graniczne (Lindeberga-Lévy'ego)

(Central limit theorem, CLT)

Jest to niezwykle uzyteczne np. przy wyznaczaniu niepewnosci (przedziatéw
ufnosci —- zob. wykt. 4) dla Sredniej wartosci pewnej wielkosci na
podstawie prébki obserwacji pewnej populacji — bez wzgledu na to jaki
rozktad ma populacja (jednostajny, wielomodalny, jakikolwiek inny) $rednia
bedzie miata rozktad Gaussa, za$ jej niepewnos¢ to AX = 7

NG

Z prawa propagacji btedu:
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CLT — przyktad
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CLT — przyktad

Losujemy 10 wartosci:

{0.12, 0.95, 0.77, 0.97, 0.03,

0.32, 0.6, 0.87, 0.84, 0.06}.

Ich $rednia to 0.553.

Powtarzamy 1000 razy, otrzymujac
rozktad srednich:
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CLT — przyktad

Losujemy 10 wartosci:

{0.12, 0.95, 0.77, 0.97, 0.03,

0.32, 0.6, 0.87, 0.84, 0.06}.

Ich $rednia to 0.553.

Powtarzamy 1000 razy, otrzymujac
rozktad srednich:

means
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CLT — przyktad

4E A Losujemy 10 wartosci:
3 a1 {0.12. 0.95. 0.77. 0.97. 0.03.
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CLT Lindeberga-Fellera

Twierdzenie Lindeberga-Lévy'ego ma swoje ograniczenia —

w szczegdlnosci, méwi explicite o iid zmiennych losowych. W wielu
praktycznych sytuacjach mamy do czynienia z suma niezaleznych
zmiennych losowych o réznych rozktadach. Wtedy zachodzi:

Twierdzenie Lindeberga-Fellera. Niech bedzie ciag X1, X2, X3, ...
niezaleznych zmiennych losowych takich, ze

Sn=> Xi, or=) V(X;)
i=1 i=1
Ustandaryzujmy zmienng S,
Sp —E(Sp)
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CLT Lindeberga-Fellera

Jesli spetniony jest tzw. warunek Lindeberga:

1 < 5
vex 0 ;E [(Xi = B(Xi)* T, —B(x) [e00]) 2 0
to Y,, ma rozktad N(0,1).
Ten warunek sprawdza, czy zadna pojedyncza zmienna losowa nie fluktuuje
na tyle silnie by dominowa¢ w sumie bedacej przedmiotem zainteresowania

CLT (tj. czy rzadkie duze odchylenia nie sa zbyt duze w poréwnaniu
z typowa skala fluktuacji).

Funkcja 1, to tzw. funkcja wskaznikowa:

1 - 1 jedli warunek w jest spelniony
“ 1 0 jesli warunek w nie jest spelniony

Np. ]ll<2 =1, ale 12>3 =0.
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Bootstrap

W astronomii problemem jest brak powtarzalnosci: jesli zaobserwujemy 10
supernowych, to nie da sie ,,na zawotanie” zaobserwowa¢ kolejnych 9990.
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Bootstrap

W astronomii problemem jest brak powtarzalnosci: jesli zaobserwujemy 10
supernowych, to nie da sie ,,na zawotanie” zaobserwowa¢ kolejnych 9990.
Rozwiazanie — bootstrap (jedna z metod Monte Carlo):

@ mamy prébke N obserwacji. Dokonujemy losowania z powtérzeniem
N wartosci sposréd N obserwacji — niektére moga sie powtarza¢, inne
nie zostana wylosowane w danej probie. Kazde takie losowanie tworzy
nowa prébke. Powtarzamy 1000 razy i postepujemy jak na slajdzie 8.
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Bootstrap

W astronomii problemem jest brak powtarzalnosci: jesli zaobserwujemy 10
supernowych, to nie da sie ,,na zawotanie” zaobserwowa¢ kolejnych 9990.
Rozwiazanie — bootstrap (jedna z metod Monte Carlo):

@ mamy prébke N obserwacji. Dokonujemy losowania z powtérzeniem
N wartosci sposréd N obserwacji — niektére moga sie powtarza¢, inne
nie zostana wylosowane w danej probie. Kazde takie losowanie tworzy
nowa prébke. Powtarzamy 1000 razy i postepujemy jak na slajdzie 8.

@ Jesli mamy N obserwacji postaci x + Az, gdzie Az jest btedem
standardowym pomiaru x (tj. 68% przedziat ufnosci dla danego
pomiaru x to [v — Az, z + Az]) — losujemy dla kazdego pomiaru
nowa realizacje z rozktadu N(x, Ax), tworzac nowa probke N
obserwacji. Dalej postepujemy jak wyzej.
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Bootstrap

Zadanie 6

Moduty odlegtosci do galaktyki M87, wyznaczone réznymi metodami przez
réznych autoréw, wynosza [de Grijs & Bono, ApJS 246:3 (2020)]:

po = {31.01, 31.44, 31.01, 31.03, 30.8, 30.86, 31.35, 30.9, 30.87, 31.06,
31.06, 31.18, 31.08, 30.86, 31.17, 31.14, 31.02, 31.18, 31.14, 31.02, 31.19,
30.89, 30.89, 31.09} mag

oraz odpowiadajace im niepewnosci:

App = {0.08, 0.21, 0.03, 0.06, 0.04, 0.17, 0.13, 0.12, 0.1, 0.05, 0.14, 0.04,
0.06, 0.09, 0.1, 0.03, 0.16, 0.12, 0.03, 0.16, 0.06, 0.1, 0.05, 0.14} mag

Obliczy¢ srednia fig oraz jej niepewnosé. Wykona¢ bootstrap obiema
metodami (tj. wykorzystujac (i) wytacznie wartosci po oraz (ii) biorac pod
uwage niepewnosci Agyg) oraz poréwnaé wyniki.

Przeliczy¢ fig £ Afig na odlegtosci fizyczne D wg wzoru log;, D = % +1

(skorzystac z prawa propagacji btedu). Wyniki poda¢ w Mpc.
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https://iopscience.iop.org/article/10.3847/1538-4365/ab5711

Roéznorodne rozktady

o Rozktad tréjkatny:

2x dla 0<x<a, f(x)
ab
2x 2
f(x)= m%—m dla a<x<b,
0 dla x<0 i x>b. 0 a b -

@ Rozktad ¢ Studenta (v > 0, ale zazwyczaj v € N; dla duzych v staje sie
normalny; dla v = 1 daje rozktad Cauchy'ego):

@ Rozkfad Poissona (dyskretny) — statystyka zliczen fotonéw:
k

p(k) = % exp(—A) dla k € N, X\ € R, Srednia i wariancja s3 réwne .
Dla duzych A staje sie normalny.
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Roéznorodne rozktady

Zadanie 7

@ Detektor zebrat 1400 fotonéw z obszaru nieba z kierunku na
potencjalne zrédto, oraz 1100 fotonéw z obserwacji tta tego samego
obszaru (te same czasy ekspozycji). Jaka jest istotnos¢ detekcji zrédta
(tj. stosunek sygnatu do szumu, signal-to-noise ratio, S/N)?

@ Kolejne, niezalezne obserwacje tta z tego samego obszaru nieba

zebraty 1150 fotonéw. Czy istotnosé sygnatu wobec dwéch
niezaleznych pozioméw tta wzrosta czy zmalata?
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odne rozktfady

@ Rozkfad chi-kwadrat o n stopniach swobody — rozktad sumy
kwadratéw n zmiennych losowych normalnych X; ~ N(0,1), tj.
n
> X2 (gdy n — oo to rozktad x? staje sie normalny):
i=1
__t
F(x)=12""T(n/2)
0 dla x<0.

Rozklad chikwadrat

s
x" e dla x>0,

0.5 4

Rozkiad xli Gaussa
nol w10 05
0.4
n=2
0.3 4 Rozklzd
n-3 Gaussa
0.2 no4
¥ 35
NG 7
e n-8
0.1
] 4
o1 2 3 4 5 ¢ 7 & 9 10t 2 _ 0 I

Znormalizowana zmienna z

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 3/5



Roéznorodne rozktady

@ Rozktad log-normalny:

) = e (22210

V2o

czyli rozktad zmiennej In X jest
normalny.

Wyktad 3/5 16 / 25
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Roéznorodne rozktady

@ Rozktad log-normalny:

f@) = — eXp<_<lw—u>2>

V/2mo 202

czyli rozktad zmiennej In X jest
normalny. Np. czasy trwania 0
rozbtyskéw gamma:
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Roéznorodne rozktady

@ Rozktad log-normalny:

f@) = — eXp<_<lw—u>2>

F

V/2mo 202

czyli rozktad zmiennej In X jest
normalny. Np. czasy trwania 0
rozbtyskéw gamma: log T

Pojawia sie przy modelowaniu iloczynu zmiennych losowych.
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Roéznorodne rozktady

@ Rozktad log-normalny:

f@) = — eXp<_(1n~”«“—ﬂ)2>

V/2mo 202

F

czyli rozktad zmiennej In X jest
normalny. Np. czasy trwania 0
rozbtyskéw gamma: log T

Pojawia sie przy modelowaniu iloczynu zmiennych losowych.

Zadanie 8

1
Wyjasni¢ (poprzez obliczenia) pojawienie sie multiplikatywnego czynnika —
7

w rozktadzie log-normalnym.
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Roéznorodne rozktady

@ Rozktad log-normalny:

f@) = — eXp<_(1n~”«“—ﬂ)2>

V/2mo 202

czyli rozktad zmiennej In X jest
normalny. Np. czasy trwania 0
rozbtyskéw gamma: log T

Pojawia sie przy modelowaniu iloczynu zmiennych losowych.

Zadanie 8

1
Wyjasni¢ (poprzez obliczenia) pojawienie sie multiplikatywnego czynnika —
7

w rozktadzie log-normalnym.

@ Rozkfad mieszany k rozktadéw f;(x), tj. f(x) = Zlepifi(a:),
gdzie S°F | p; = 1 oraz p; > 0.
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Roéznorodne rozktady =

@ Rozktad log-normalny:

1 :
x) = ——exp | —
) = o
czyli rozktad zmiennej i :
normalny. Np. czasy trw
rozbtyskéw gamma:

Pojawia sie przy modelor

Zadanie 8 ) ,

o Rozktad mieszany k roz:
gdzie Y7 p; =1 oraz|!
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Funkcje zmiennych losowych

Rozwazmy zmienng losowa ciagta X o rozktadzie prawdopodobienstwa
fx(z) oraz zmienng losowa Y zwigzang z X przeksztatceniem funkcyjnym
Y = g(X). Jesli g jest monotoniczna3 to istnieje funkcja odwrotna

h =g !, zatem

V=g(X), y=g(), X=hnY), z=nh(y)

3 Jegli nie jest to mozna osobno rozwaza¢ przedziaty, w ktéych jest monotoniczna.
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Funkcje zmiennych losowych

Rozwazmy zmienng losowa ciagta X o rozktadzie prawdopodobienstwa
fx(z) oraz zmienng losowa Y zwigzang z X przeksztatceniem funkcyjnym
Y = g(X). Jesli g jest monotoniczna3 to istnieje funkcja odwrotna

h =g~ zatem

V=g(X), y=g(), X=hnY), z=nh(y)

Z ,zachowania” prawdopodobiefistw
(por. tez zmienne gaussowskie ze
slajdu 3) mamy
g0
|fy (y)dy| = | fx (z)dz]

skad ostatecznie

Ty (y) = fx[hW)]IN (y)]

3 Jegli nie jest to mozna osobno rozwaza¢ przedziaty, w ktéych jest monotoniczna.
Wykfad 3/5 17/25
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Para (X,Y’) zmiennych losowych X i Y tworzy dwuwymiarowa zmienna
losowa.
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Para (X,Y’) zmiennych losowych X i Y tworzy dwuwymiarowa zmienna
losowa.

Dystrybuanta zmiennej (X, Y) to funkcja F(z,y), ktéra kazdej parze
(z,y) € R? przypisuje prawdopodobieristwo zdarzenia takiego, ze
X<zANY <y
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Para (X,Y’) zmiennych losowych X i Y tworzy dwuwymiarowa zmienna
losowa.

Dystrybuanta zmiennej (X, Y) to funkcja F(z,y), ktéra kazdej parze
(z,y) € R? przypisuje prawdopodobieristwo zdarzenia takiego, ze
X<zANY <y

Flz,y)=P(X <z,Y <y) = / /y £ (u, v)dudv

—00 —00
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Para (X,Y’) zmiennych losowych X i Y tworzy dwuwymiarowa zmienna
losowa.

Dystrybuanta zmiennej (X, Y) to funkcja F(z,y), ktéra kazdej parze
(z,y) € R? przypisuje prawdopodobieristwo zdarzenia takiego, ze
X<zANY <y

z oy
F(z,y) =P(X <z,Y <y) = / / f(u,v)dudv
gdzie PDF spetnia
_ O°F(z,y)
f(x,y) = T@y

Prawdopodobiefistwo zajscia zdarzenia A C R? obliczamy jako

P((X,Y) EA)://f(x,y)da:dy
A
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Funkcje zmiennych losowych
Zmienne wielowymiarowe

Para (X,Y’) zmiennych losowych X i Y tworzy dwuwymiarowa zmienna

losowa.

0.4 ¢

0.2

P(X.Y)
0.15
0.1
5-10 2
0
T EY—rE



Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Gestosci brzegowe zmiennych X i Y
w rozktadzie zmiennej
dwuwymiarowej:

+oo
mmzjfmw@

+oo
sz/fmwm

Powigzane dystrybuanty brzegowe:
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Gestosci brzegowe zmiennych X i Y
w rozktadzie zmiennej
dwuwymiarowej:

+oo
mmzjfmw@

+oo
sz/f@wm

Powigzane dystrybuanty brzegowe:

Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
Ixy(z,y) = fx(z)fy(y) lub réwnowaznie: Fxy(z,y) = Fx(z)Fy (y).
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe
Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona

w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych

przeksztatcen ciagtych:

U =g(X,Y), Uz = g2(X,Y)

o ciagtych pochodnych. Oznaczmy przez hy = g7 i hy = g5 *

przeksztatcenia odwrotne.
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe
Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona

w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych

przeksztatcen ciagtych:

U =g(X,Y), Uz = g2(X,Y)

o ciagtych pochodnych. Oznaczmy przez hy = g7 i hy = g5 *
przeksztatcenia odwrotne. Jakobian przeksztatcenia odwrotnego:

oz oz

du1  Ouz
J =

Oy Oy

Ouy  Ousg
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe
Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") bedzie przeksztatcona

w dwuwymiarowa zmienna (U, Us) za pomoca wzajemnie jednoznacznych

przeksztatcen ciagtych:

U =g(X,Y), Uz = g2(X,Y)

o ciagtych pochodnych. Oznaczmy przez hy = g7 i hy = g5 *
przeksztatcenia odwrotne. Jakobian przeksztatcenia odwrotnego:

oz oz

du1  Ouz
J =

Oy Oy

Ouy  Ousg

Wtedy dwuwymiarowy PDF zmiennych Uy i Us to

foivs(u1,u2) = fxy[hi(ui,u2), ha(ur, u2)]|J|

Wyktad 3/5
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Z: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X,Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Z: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X,Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7

R: NiechU; =X +Y,Us; =Y. Wtedy X = U; — Uy, Y = Us. Dla takiej
transformacji wyznacznik jakobianu wynosi |J| = 1.
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Z: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X,Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7

R: NiechU; =X +Y,Us; =Y. Wtedy X = U; — Uy, Y = Us. Dla takiej
transformacji wyznacznik jakobianu wynosi |J| = 1. Rozktad wspéiny
zmiennych (Uy, Us) wynosi

Jon, s (1, u2) = fxy[e(ur,u), y(ur, uz)] - [J| = fx(ur — uz) fy (uz2)
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Z: Rozwazmy dwie niezalezne zmienne losowe X,Y o rozktadzie
jednostajnym (0, 1). Jaki rozktad ma ich suma X + Y7

R: NiechU; =X +Y,Us; =Y. Wtedy X = U; — Uy, Y = Us. Dla takiej
transformacji wyznacznik jakobianu wynosi |J| = 1. Rozktad wspéiny
zmiennych (Uy, Us) wynosi

Jon, s (1, u2) = fxy[e(ur,u), y(ur, uz)] - [J| = fx(ur — uz) fy (uz2)

Rozktad zmiennej U; jest rozktadem brzegowym rozktadu wspélnego
(Ul, UQ)Z

1

foi=x+v(u1) = / Ix(u1 — u2) fy (ug)dug = /fx(ul — ug)dus

0

gdzie skorzystalismy z faktu, ze fy # 0 dla 0 < uy < 1. Funkgcja
podcatkowa jest niezerowa dla 0 < u; — ue < 1, czyli wewnatrz
réwnolegtoboku ug < uy, ug > uy — 1, w ktérym fx (ug,uz) = 1.
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Rozbija nam to catke na dwie:

Lo ;
o 0.8 E
/duQ =y dla u; € [0, 1] ook
0 - 04 i
1 o2f E
/ dU2 =2 (75} dIa up € (1, 2] 0'00.0 0.5 i: ifﬁ :.Ii_}
ur—1 "
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Rozbija nam to catke na dwie:

Lo ;
o 0.8 E
/duQ =y dla u; € [0, 1] ook
0 - 04 i
1 o2f E
/ dU2 =2 (75} dIa up € (1, 2] ‘mo.o 0.5 ilo ifﬁ :.Ii_}
ur—1 "

Rozktad sumy

oy — {1 i we(0]
U;=X+y(U1) = 2—wu; dla U1€(172]

jest zatem rozktadem tréjkatnym:
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Funkcje zmiennych losowych — przyktad

Rozbija nam to catke na dwie:

u N |

/duQ =y dla u; € [0, 1] ::

0 o

1 oof

/ dus = 2 — uy dla u; € (1,2] T ss B A s

ur—1 :
Rozkfad sumy firy
foi=x4v(u1) = { gl_ " jiz Zi 2 E[i: 12]] 1

v

jest zatem rozktadem tréjkatnym:
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Funkcje zmiennych losowych

Podobnie mozna obliczy¢ rozktady réznicy X — Y, iloczynu XY,
pierwiastka VX, kwadratu X2, réznicy kwadratéw (X — Y)2 itd.
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Funkcje zmiennych losowych

Podobnie mozna obliczy¢ rozktady réznicy X — Y, iloczynu XY,
pierwiastka v/ X, kwadratu X2, réznicy kwadratéw (X — Y)? itd. Staje sie
to jednak zmudne i jest ograniczone istnieniem catek elementarnych.
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Funkcje zmiennych losowych

Podobnie mozna obliczy¢ rozktady réznicy X — Y, iloczynu XY,
pierwiastka VX, kwadratu X2, réznicy kwadratéw (X — Y)2 itd. Staje sie
to jednak zmudne i jest ograniczone istnieniem catek elementarnych.

Z pomoca przychodza metody Monte Carlo: symulujemy numerycznie wiele
realizacji zmiennych X, Y ..., z ktérych nastepnie konstruujemy
interesujaca nas zmienna losowa jako funkcje tych zmiennych XY ...
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Funkcje zmiennych losowych

Podobnie mozna obliczy¢ rozktady réznicy X — Y, iloczynu XY,
pierwiastka VX, kwadratu X2, réznicy kwadratéw (X — Y)2 itd. Staje sie
to jednak zmudne i jest ograniczone istnieniem catek elementarnych.

Z pomoca przychodza metody Monte Carlo: symulujemy numerycznie wiele
realizacji zmiennych X, Y ..., z ktérych nastepnie konstruujemy
interesujaca nas zmienna losowa jako funkcje tych zmiennych XY ...

Na przyktad:

Zadanie 9

Rozwazy¢ macierze postaci ) Obliczy¢ réznice miedzy

a
b d
wartosciami wtasnymi AX = Ay — A\, gdzie Ay > A\1. Wykorzystac
powyzsza procedure Monte Carlo by narysowaé rozktady (histogramy)
zmiennej losowej A\ gdy

Q a,b,d ~U(—1,1) i s3 niezalezne,

Q a,b,d ~N(0,1) i s3 niezalezne.
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|zotropowy rozktad na sferze niebieskiej

Wezmy np. wspétrzedne galaktyczne. Jesli bedg miaty rozktady
jednostajne, b ~ U (—7/2,7/2), | ~ U (0, 27),
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|zotropowy rozktad na sferze niebieskiej

Wezmy np. wspétrzedne galaktyczne. Jesli bedg miaty rozktady
jednostajne, b ~ U (—7/2,7/2), | ~ U (0,27), to losowo rozmieszczone
punkty beda sie grupowaé wokét biegunéw:

top view side view top view side view

incorrectly distributed points correctly distributed points
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|zotropowy rozktad na sferze niebieskiej

Wezmy np. wspétrzedne galaktyczne. Jesli bedg miaty rozktady
jednostajne, b ~ U (—=/2,7/2), | ~ U (0,27), to losowo rozmieszczone
punkty beda sie grupowaé wokét biegunéw:

top view side view top view side view

incorrectly distributed points correctly distributed points

Zeby uzyska¢ rozktad izotropowy trzeba wygenerowa¢ wspétrzedne (b,1) wg
b=arcsin (2u—1), [=2mv

gdzie u,v ~ U(0, 1) sa niezalezne.
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|zotropowy rozktad na sferze niebieskiej

Wezmy np. wspétrzedne galaktyczne. Jesli bedg miaty rozktady
jednostajne, b ~ U (—=/2,7/2), | ~ U (0,27), to losowo rozmieszczone
punkty beda sie grupowaé wokét biegunéw:

top view side view top view side view

incorrectly distributed points correctly distributed points

Zeby uzyska¢ rozktad izotropowy trzeba wygenerowa¢ wspétrzedne (b,1) wg
b=arcsin (2u—1), [=2mv

gdzie u,v ~ U(0, 1) sa niezalezne. Poprawny rozktad jest konieczny przy
badaniu (an)izotropii wszelakich zrédet [MT, MNRAS 472(4), 4819 (2017)].
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Funkcje zmiennych losowych

Zmienne wielowymiarowe

Moment zwykty zmiennej dwuwymiarowej to
my = B[X*YY
Moment centralny to
pet = B[(X = mao)* (Y — mo1)']
Z tych definicji:
mio = E(X), mo =E(Y), po = Var(X), poz= Var(Y)

Moment mieszany to kowariancja: p;; = Cov(X,Y).
Zachodzi COV(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = mi1 — Mi1oMo1-
Macierz kowariancji:

B Var(X) Cov(X,Y)
¢= ( Cov(X,Y) Var(Y) )

©Mariusz Tarnopolski (IA UMK) Wyktad 3/5 25 /25



